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基于 Zadoff-Chu 矩阵的最优码本构造方法 
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摘  要：具有低相关性质的码本在同步码分多址系统（CDMA）、量子信息理论以及压缩感知领域都有重要应用。

为扩展码本数量，放宽了变换矩阵的限制条件。基于 Zadoff-Chu 矩阵，利用差集、几乎差集以及有限域特征和构

造了新的码本，得到的码本依照 Welch 界限或 Levenstein 界是最优或几乎最优的。通过实验仿真发现，基于该类

码本构造的确定性测量矩阵在压缩感知中具有良好的性能。 
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based on Zadoff-Chu matrix 
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Abstract: Codebooks with low-coherence have wide utilization in code division multiple access (CDMA) communica-
tions, quantum information theory, compressed sensing and so on. In order to expand the number of codebooks, the re-
strictions on the transformation matrix were relaxed. Based on the Zadoff-Chu matrix, new codebooks were constructed 
using the difference set, almost difference set, and finite field character sum. The proposed codebooks were optimal or 
near optimal according to the Welch bound or Levenstein bound. Through experimental simulation, it is found that the 
deterministic measurement matrices constructed using these codebooks also have good performance in the process of 
compressed sensing. 
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1  引言 

码本是一类具有较低相关性的信号集，在同步

码分多址（CDMA, code division multiple access）通

信系统[1]、量子编码理论[2]以及压缩感知领域具有

重要应用[3]。构造参数达到理论界限的最优码本是

现代通信理论的重要研究课题之一，因此码本构造

方法的研究受到人们的广泛关注。一般来说，码本

C 由 2 个参数进行表示，即 ( , )N K ，其中，N 表示

码本的数量，K 表示码本的长度。码本的字符集是

码本中所有码字的坐标所采用的不同复数值的集

合，字符集大小是字符集中元素的数量。在实际应

用中，字符集较小的码本具有重要的意义。另外，

码本的最大互相关幅度值用 maxI C（ ）表示。在通信系

统中，希望码本的最大互相关幅度值 maxI C（ ）越小越

好，以尽可能消除信号之间的干扰。在压缩感知领

域，具有低相关性的码本可用于构造测量矩阵。根

据压缩感知理论可知，码本最大互相关幅度值
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maxI C（ ）越低，其对应的测量矩阵 RIP（restricted 

isometry property）性能越好[2]。除此之外，在量子

信息领域中[3]，码本还用于构造 SIC-POVM（symmetric 
informationally complete positive operator-valued 
measure）和无偏正交基（MUB, mutually unbiased 
base）。码本的参数受到理论界限的制约，当 N K≥

时，称最大互相关幅度值满足 Welch 界限的码本为

最优码本；当 2N K> 时，称最大互相关幅度值满足

Levenstein 界限的码本为最优码本。近年来，研究

人员提出了很多近似达到 Welch 界或 Levenstein 界的

码本构造方法。文献[4]首次利用差集构造了最优码本。

Ding 等[5-6]进一步利用差集和几乎差集构造了参数达

到Welch 界的最优码本。文献[7-10]利用分圆类方法构

造了具有优良参数的码本。除此之外，还有一些利用

bent 函数[11]、平坦函数[12]、有限域上的特征和理论[13-16]

以及二元线性码[17]来构造码本的方法。 
近年来，文献[18]提出一类基于二元序列与变

换矩阵的码本构造框架。该框架包含了已有的许多

码本构造方法，如文献[4-6]的方法等。该类方法有

2 个关键因素：1) 满足一定条件的变换矩阵的构

造；2) 二元序列支撑集的选取。现有的码本构造方

法大部分都是基于已有的变换矩阵如离散傅里叶

逆变换（IDFT, inverse discrete Fourier transform）矩

阵、Hadamard 矩阵，通过选取不同的二元序列支撑

集来构造码本。基于同样的思想，文献[19-20]通过

选取一类新的二元序列构造了一类新的最优码本。

本文放宽了文献[18]对初始变换矩阵的条件限制，

构造了一类新的变换矩阵，并结合现有的一些特殊

的整数集合构造了参数达到渐进最优的码本。 

2  基本概念 

一个参数为 ( ),N K 的码本是一个复向量集合

0 1 1={ , , , }N −C C C C" ， 其 中 每 个 向 量 ,0( ,n nc=C  

,1 , 1, , )n n Kc c −" 是长度为 K 的单位复向量，其中

0 1n N −≤ ≤ ，
1

2
,

0

( ) 1
K

n k
k

c
−

=

=∑ 。对于任意 2 个向量

1 2
,n n ∈C C C ，定义厄米特（Hermitian）内积为

1 2 1 2

1
H *

, ,
0

( ) =
K

n n n k n k
k

c c
−

=
∑C C ，其中 H( )⋅ 表示向量的共轭转

置。向量集合C 中最大互相关幅度值定义为 
 

1 2
1 2

H
max 0 1

( ) max ( )n nn n N
I

≠ −
=C C C

≤ ≤
  (1) 

对于码本的最大互相关幅度值，有以下界限成立。 

引理 1[4]   对于一个参数为 ( ),N K 的码本C ，

其中 N K≥ ，则有 

 max ( )
( 1)

N KI
N K

−
−

C ≥  (2) 

式(2)中等号成立的条件是当且仅当对于任意

的 1 20 1n n N≠ −≤ ≤ ，有 

 ( )1 2

H
=

( 1)n n
N K
N K

−
−

C C    (3) 

当式(3)成立时，则码本最大互相关幅度值达到

Welch 界 限， 称 为 MWBE （ maximum-Welch- 
bound-equality）码本；当 2N K> 时，不存在达到

Welch 界的 ( , )N K 码本，此时 Levenstein 界更紧。 
引理 2[11]  对于任意参数为 ( , )N K 的实码本，

若
( 1)

2
K KN +

> ，则有 

 
2

max
3 2( )
( )( 2)

N K KI
N K K

− −
− +

C ≥   (4) 

对于任意参数为 ( , )N K 的复数码本，若
2N K> ，则有 

 
2

max
2( )

( )( 1)
N K KI

N K K
− −

− +
C ≥    (5) 

一般称达到 Welch 界或 Levenstein 界的码本为

最优码本，对于最优码本的构造方法研究具有重要

的应用价值。 
设 p 为素数， pF 表示包含有 p 个元素的有限

域， = \ {0}p p
∗F F 。令 {0,1,2, , 1}N N= −"Z 表示一个

模 N 的整数环。 
定义 1  设 nq p= 是素数幂，p 为素数，令α 表

示循环群 sq
∗F 的生成元，有限域 sq

F 上的乘法特征定

义为 

 
1

( ) , ,0 2s s
i ai s

a q q
a i qχ α ω

−
= ∈ −≤ ≤F   (6) 

其中，

2π 1
1

1
e

s

s
q

q
ω

−

−
−
= 。当 0a = 时，称 aχ 为平凡乘法

特征，否则称 aχ 为非平凡乘法特征。定义 (0)=0χ ，

对于乘法特征，满足 ( ) ( ) ( ) , sq
xy x y x yχ χ χ= ∈, F 。 

定义 2  设集合 0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= " 表示有

限域 pF 上一个子集，定义集合 D 的差函数为

( ) ( )Df D Dτ τ= + ∩ ， pτ ∈F 。如果满足当τ 取遍 pF

上非 0 元素时，差函数 ( )Df τ 取值为λ出现 1p − 次，
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则称集合 D 是有限域 pF 上的一个差集，参数表示为

( , , )p K λ -DS。 
显 然 ， 对 于 差 集 ( , , )p K λ -DS ， 有

( 1) ( 1)K K p λ− = − 成立。 
定义 3  设集合 0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= " 表示有

限域 pF 上一个子集，定义集合 D 的差函数为

( ) ( )Df D Dτ τ= + ∩ ， pτ ∈F 。如果满足当τ 取遍 pF

上非 0 元素时，差函数 ( )Df τ 取值为λ出现 t 次，取

值为 +1λ 出现 1p t− − 次，则称集合 D 是有限域 pF
上的一个几乎差集，参数表示为 ( , , , )p K tλ -ADS。 

定义 4  令 0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= " 表示整数环

JZ 上一个含有 K 个不同整数的集合， k Jd ∈Z ，

0 1k K −≤ ≤ 。集合 D 的特征序列定义为一个二元

序列 0 1 1( , , , )Ja a a a −= " ，其中有 

 
1,
0,t

t D
a

t D
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
， 0 1t J −≤ ≤   (7) 

则称集合 D 为序列 0 1 1( , , , )Ja a a a −= " 的支撑集。显

然，序列的汉明重量 wt( )a D K= = 。 
定义 5  设 N , γ 是 2 个互质的正整数，则

Zadoff-Chu 序列族的第 γ 行序列可以表示为 

iπ ( 2 )exp ,
( )

iπ ( 1 2 )exp ,

k k g N
N

s k
k k g N

N

γ

γ

γ

⎧ +⎛ ⎞−⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
+ +⎛ ⎞⎪ −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

是偶数

是奇数

  (8) 

其中， 0,1, , 1k N= −" ， g 是一个整数。 

3  基于二元序列的码本构造框架 

文献[18]提出一类基于二元序列的码本构造框

架，其构造过程如下。 
步骤 1  定义一个变换矩阵 ,= i l J N

φ
×

⎡ ⎤⎣ ⎦Φ ，令 ,i lφ 表

示矩阵中任意元素，0 1i J −≤ ≤ ，0 1l N −≤ ≤ 。矩

阵 ,= i l J N
φ

×
⎡ ⎤⎣ ⎦Φ 满足以下性质。 

性质 1  每个矩阵元素具有单位幅值，即 , =1i lφ 。 

性质 2  任意 2 个不同列向量满足
1 2

*
, , ,=i l i l i lφ φ φ ，

1 20 l l≠≤ ， 1l N −≤ ， 0 1i J −≤ ≤ 。 
性质 3  矩阵Φ 的第一列为全 1向量，即 ,0 1iφ = ，

0 1i J −≤ ≤ 。 

性质 4  对于任意0 1l N< −≤ ，有
1

,
0

0
J

i l
i
φ

−

=

=∑ 。 

满足上述性质的变换矩阵已知的有 N N× 的

Hadamard 矩阵和 IDFT 矩阵。 
步骤 2  取二元序列 ( )0 1 1, , , Ja a a a −= " ，序列的

汉明重量 wt( )a K= ，设集合 0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= "
是序列 a 的支撑集。构造码本 0 1( ) { , ,a =C C CΦ  

1, }N −C" 为 

0 1 1, , ,
1 ( , , , )

Kl d l d l d lC
K

φ φ φ
−

= " ， 0 1l N −≤ ≤   (9) 

其中， lC 为构造的码本中的一个行向量，集合 D 是

变换矩阵Φ的行索引集，即元素 , (0 1)
kd l k Kφ −≤ ≤

是矩阵中第 kd 行、第 l 列元素，则 ( )aCΦ 即为得到

的 ( , )N K 码本，其最大互相关幅度值 max ( ( ))I aCΦ 可

以由变换矩阵与二元序列的支撑集计算得到。 
文献[18]构造的框架包含了已有的一些码本构

造方法作为特殊情况。例如，当选取 N N× 阶的

IDFT 矩阵作为变换矩阵Φ时，若选取的二元序列

对应的支撑集为差集时，得到的码本 ( )aΦC 即为文

献[4]的结果。若二元或复 Hadamard 矩阵作为矩阵

Φ，则选取的二元序列对应支撑集为几乎差集时，

得到的码本 ( )aΦC 为文献[5-6]的结果。该构造框架

有 2 个关键因素：1) 变换矩阵Φ的选取；2) 二元

序列 a 的支撑集选取。基于该构造框架，文献[19]
通过选取不同的二元序列构造了参数几乎最优的

码本。同时文献[19]也指出，可以通过构造新的变

换矩阵来构造新的码本，然而并没有给出新的变换

矩阵构造方法。文献[20]同样采用 Hadamard 矩阵作

为变换矩阵，通过设计一类新的二元序列进而构造

了一类最优码本。本文从另一个角度出发，通过设

计新的变换矩阵来构造新的码本。 

4  最优码本的构造 

本文提出的新的构造方法介绍如下。 
步骤 1  根据定义 5，令 0g = ， 1γ = ，N 是偶

数，得到 Zadoff-Chu 矩阵的第一行。令

2iπ

e
k

N
kφ

−

=
，

0,1, , 1k N= −" ， 由 此 定 义 Zadoff-Chu 矩 阵

= s,t N N
φ

×
⎡ ⎤⎣ ⎦Φ 为 

 
2π 1( )

e
s t

N
s,tφ

− − −

=  (10) 

其中，0 , 1s t N −≤ ≤ 。文献[21]中令矩阵Φ的 N 为

偶数来构造测量矩阵，而本文取 N 为奇数的情况来

构造码本。 
步骤 2  设 0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= " 表示整数环
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NZ 上一个含有 K 个不同整数的集合， k Nd ∈Z ，

0 1k K −≤ ≤ 。构造码本 0 1 1{ , , , }N−=C C C C"Φ 为 

( )0 1 1, , ,
1 , , ,

Kl d l d l d lK
φ φ φ

−
=C " ， 0 1l N −≤ ≤  (11) 

则 ΦC 即为得到的 ( ),N K 码本。 
定理 1  令CΦ 为本文新的构造法得到 ( ),N K

码本，则最大相关幅度值为 

 max
1( )= k

k

d
N

d D
I

K
Δω

∈
∑CΦ  (12) 

其中， 0 1NΔ< −≤ 为一个非 0 的实数。 
证明  设 ,l t ∈ ΦC C C ， 0 1t l N≠ −≤ ≤ ，则有 

 

2 2

2 2

1
H *

, ,
0

π 1( ) π 1( )

2π 1 ( )π 1( )

( )

1( ) ( )

1 e e

1 e e

1

k k

k k

k

k

k

k

k

K

t l d t d l
k

t d l d
N N

d D

d l tl t
N N

d D

l t d
N

d D

K

K

K

K

φ φ

ω

−

=

− − − − −

∈

− −− −

∈

−

∈

= =

=

=

∑

∑

∑

∑

C C

 

(13)

 

其中，
2π 1

e N
Nω

−

= 。令 =l tΔ − ，所以 H( )t l =C C  

1
k

k

d
N

d DK
Δω

∈
∑ ，由0 1t l N≠ −≤ ≤ 可知 0 1NΔ< −≤ ，

定理 1 成立。 
证毕。 
容易验证，新的构造法中设计的变换矩阵

s,t=
N N

φ
×

⎡ ⎤⎣ ⎦Φ 满足文献[18]中变换矩阵的性质 1，但

不满足性质 2~性质 4，因此本文方法放松了对变换

矩阵的限制条件。文献 [18]采用的变换矩阵为

N N× 的 Hadamard 矩阵和 IDFT 矩阵，其构造的码

本的字符集大小为 p ，而本文设计的变换矩阵放松

了限制条件，但是对码本带来的性能上的损失是码

本的字符集变大了。由定理 1 可知，码本的最大相

关幅度值与二元序列的支撑集有关。具体地，可以

选择合适的集合 0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= " ，使所对应

的 k

k

d
N

d D

Δω
∈
∑ 值尽可能小。下面通过选取不同的集合

0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= " 来构造码本。 

4.1  基于差集的最优码本 
引理 3[5]  令集合 0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= " 表示

有限域 pF 上的一个差集 ( , , )p K λ -DS，则对于任意

0(mod )pγ ≠ 有 

 
1

0

( )=
1

k

K
d

p
k

K p K
p

γω
−

=

−
−∑  (14) 

其中，
2π 1

e p
pω

−

= 。 

根据引理 3，可以得到下面结论。 
定理 2  令N p= 为素数，若集合 0 1{ , ,D d d= 2, ,d "  

1}Kd − 为有限域 pF 上的一个差集 ( , , )p K λ -DS，则

式(9)定义的码本参数为 ( , )p K ，码本的字符集大小

为 2 p ，最大相关幅度值为 max ( )=
( 1)

p KI
p K
−
−

CΦ ，该

码本达到 Welch 界。 
证明  码本的最大相关幅度值可以由定理 1 和

引理 3 直接得到。根据引理 1 可知，该码本最大相

关幅度值等于 Welch 界，是一类最优的码本。 
证毕。 
例 1  令 7p = ，取集合 ={1,2,4}D ，可知其是

一个差集(7,3,1)-DS，得到(7,3)码本为 

 1 4 2
0 7 7 7

1 ( , , )
3
ζ ζ ζ=C ， 0 1 9

1 7 7 7
1 ( , , )
3
ζ ζ ζ=C ， 

 1 0 4
2 7 7 7

1 ( , , )
3
ζ ζ ζ=C ， 4 1 1

3 7 7 7
1 ( , , )
3
ζ ζ ζ=C ， 

 9 4 0
4 7 7 7

1 ( , , )
3
ζ ζ ζ=C ， 2 9 1

5 7 7 7
1 ( , , )
3
ζ ζ ζ=C ， 

 11 2 4
6 7 7 7

1 ( , , )
3
ζ ζ ζ=C  

其中，
π 1

7
7 eζ

− −

= 。该码本最大相关幅度值为 0.471 4。 

定理 2 得到的码本与文献[4,18]具有相同的参

数和相同的最大相关幅值，但不是同一类码本。由

于变换矩阵的选择不同，2 类码本内部的元素也不

相同。文献[4,18]的码本选取的变换矩阵是 IDFT 矩

阵，字符集更小；而定理 2 构造的码本的变换矩阵

是 Zadoff-Chu 矩阵，限制条件更少，构造更灵活。

例如，选取同样的差集 ={1,2,4}D ，文献[4,18]得到

的码本为 

 0 0 0
0 7 7 7

1 ( , , )
3
ω ω ω=C ， 1 2 4

1 7 7 7
1 ( , , )
3
ω ω ω=C ， 
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 2 4 1
2 7 7 7

1 ( , , )
3
ω ω ω=C ， 3 6 5

3 7 7 7
1 ( , , )
3
ω ω ω=C ， 

 4 1 2
4 7 7 7

1 ( , , )
3
ω ω ω=C ， 5 3 6

5 7 7 7
1 ( , , )
3
ω ω ω=C ， 

 6 5 3
6 7 7 7

1 ( , , )
3
ω ω ω=C  

其中，
2π 1

7
7 eω

−

= 。 
4.2  基于几乎差集的最优码本 

令 1p ef= + 为素数，其中 e和 f 是正整数。定

义集合 { }( , ) *| , mode p j
i pD j i eα α= ∈ =F 为有限域 pF

上的 e阶分圆类。 
引理4[5]  令 1(mod 4)p = ，则2阶分圆类 (2, )

0
pD 是

有限域 pF 上的几乎差集，参数为
1 5, , ,

2 4
p pp − −⎛

⎜
⎝

 

1
2

p − ⎞
⎟
⎠

-ADS。对于该几乎差集， 0Δ ≠ ，有 

 
( 2, )
0

1
2

k

p
k

d
p

d D

pΔω
∈

− ±
=∑   (15) 

根据引理 4，可以得到下面结论。 
定理 3  令 N p= 为素数，若集合 0 1{ , ,D d d=  

2 1, , }Kd d −" 为有限域 pF 上的几乎差集
1, ,

2
pp −⎛

⎜
⎝

 

5 1,
4 2

p p− − ⎞
⎟
⎠

-ADS，即 (2, )
0= pD D ，则式(9)定义的码

本参数为
1,

2
pp −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

，码本的字符集大小为 2 p ，最

大相关幅度值为 max

1
( )=

1
p

I
p
+
−

CΦ 。该码本渐进达到

Welch 界。 
证明 根据构造过程可知向量数目 N p= ，向量

长度
1

2
pK −

= ，计算其互相关幅度如下。由引理 4

可知，对于几乎差集 (2, )
0= pD D ，有

( 2, )
0

k

p
k

d
p

d D

Δω
∈
∑ ≤  

1+
2

p
。又由定理 1 可得，码本最大相关幅度值为 

 max

1 12( )=
2 1 1

p p
I

p p
+ +

=
− −

CΦ  (16) 

根据引理 1 可知，对于
1,

2
pp −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

码本，相关幅

度值的 Welch 界为 Welch

1
( )=

1
p

I
p
+
−

CΦ 。则有 

 max

Welch

11
( )

lim = lim 1
( ) 11

p p

pI
I

p

→∞ →∞

⎧ ⎫
+⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎪ ⎪ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎪ ⎪+⎪ ⎪⎩ ⎭

C
C
Φ

Φ

   (17) 

可以看出，当 p 增大时，该码本渐进达到

Welch 界。 
证毕。 

4.3  基于特征和的最优码本 
令 Kξ 表示 K 维希尔伯特空间的标准正交基所

构成的集合，即由下面 K 个长度为 K 的向量

(1 )i i Ke ≤ ≤ 组成的集合为 

 

1

2

1,0,0, , 0,0
0,1,0, , 0,0

=

0,0,0, , 0,1

K

K

ξ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

e
e

e

"
"

# # # % # ##
"

 

其中， 1 2(1,0, ,0) (0,1, ,0) (0,0, ,1)K= ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅e e e， ， ， 。 
设 nq p= 是素数的幂，其中 p 为素数。令 qa∈F ，

定义集合 { }*
/

| Tr ( )s sa q q q
T x x a= ∈ =F ，有 1= s

aT q − 。

有限域 sq
F 上的艾森斯坦和（Eisenstein sum）定义为 

 
1

1( ) ( )
x T

E xχ χ
∈

= ∑  (18) 

定义 ( ) ( )
a

a
x T

E xχ χ
∈

= ∑ ，显然对于 *
qa∈F 有

1( )= ( ) ( )aE a Eχ χ χ 。 
引理 5[22]  令 χ 表示有限域 sq

F 上的非平凡乘

法特征，对于任意 *
qa∈F ，有 

 
1 2

2 2( ) ,
s s

aE q qχ
− −⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

   (19) 

定理 4  令 2s = ， 2 1N q= − ，a是有限域 2q
F 的

本原元， *
qa∈F 。选取集合 0 1 2 1{ , , , , }KD d d d d −= " 为 

logk ad x= ， { }*
/

| Tr ( )s sa q q q
x T x x a∈ = ∈ =F   (20) 

设 CΦ 表示式 (9)定义的码本，则 KξC ∪Φ 是

( )2 1,q q q+ − 码本，码本的字符集大小为 2 1p + ，

其最大互相关幅度为 max
1( )=KI
q

ξC ∪Φ 。 

证明  由上述构造过程可知向量长度 =aK T=  
1 =sq q− ，向量数目为 2 1N q q= + − 。其互相关幅度
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值计算如下。 
当 ,l t Kξ∈C C 时，很容易得 H =0l tC C 。 

当 l Kξ∈C ， t ∈C CΦ 时，有 H 1=l t q
C C 。 

当 ,l t ∈ ΦC C C 时，根据定理 1 有 

H 1 1 1= = ( ) ( )k

k a

d
l t N a

d D x T
x E

K q q
Δ

Δ Δω χ χ
∈ ∈

=∑ ∑C C  (21) 

又根据引理 5，可得 max
1( )=K

q
I

q q
ξ =C ∪Φ ，

定理成立。 
定理5  码本 KξC ∪Φ 依照Levenstein界是渐进

最优的。 
证明   对于参数为 ( )2 1,q q q+ − 的复数码本

KξC ∪Φ ，其中 2N K> ，根据引理 2 可得，最大互

相关幅度值的 Levenstein 界为式(5)，即 

2 2

3 2

2 2( )
( )( 1) 1L K

N K K q qI
N K K q q q

ξ − − − −
= =

− + + − −
C ∪Φ  (22) 

进一步可得 

2 3
max

2

1 1 11
( )

lim lim 1
1 2( ) 1

K

q q
L K

I q q q
I

q q

ξ
ξ→∞ →∞

+ − −
⎧ ⎫

= =⎨ ⎬
⎩ ⎭ − −

C
C

∪
∪

Φ

Φ

 (23) 

证毕。 

5  最优码本构造方法的对比分析 

对基于文献[18]的框架思想提出的几类最优码

本构造方法进行比较，如表 1 所示。 
由表 1 可以看出，根据文献[18]提出的码本构

造框架，可以通过选取不同的变换矩阵和集合来构

造不同参数的码本。已有的方法都是基于 IDFT 矩

阵或 Hadamard 矩阵，利用不同的集合来构造码本。

本文提出了一类新的变换矩阵，利用已有的差集、

几乎差集和有限域上的艾森斯坦和定义的一个集

合构造了参数最优和渐进最优的码本。定理 2 和定

理 3 与已有的文献[4,18]和文献[5]中的最优码本具

有相同的参数和最大相关幅度值，因此可以为通信

系统或信息处理提供更多的选择。定理 4 构造出一

类新的码本，依照 Levenstein 界渐进最优，相比较

依照 Welch 界渐进最优的码本，最大互相关幅度值

更小。虽然新变换矩阵放宽了限制条件使得字符集

变大，但是在构造相同参数的码本时，变换矩阵在

选取上具有了更强的灵活性。在构造压缩感知确定

性测量矩阵等不要求字符集的应用中，本文构造的

码本是更好的选择。 
例 2 令 67p = ，差集 (2, )

0
pD D= ，构造一个参数

为 (67,33) 的码本，且最大相关幅值达到 Welch 界。

令 61p = ，几乎差集 (2, )
0

pD D= ，构造一个参数为

(61,30)的码本且最大相关幅值渐近达到 Welch 界。

通过文献[3]的方法分别将构造的码本应用于压缩感

表 1 几类最优码本的构造方法 

方法 码本参数 最大相关幅度值 最优性 矩阵Φ  集合 D  

文献[4,18] ( , )p K  max ( )=
( 1)

p KI
p KΦ
−
−

C  Welch 界最优 IDFT 矩阵 差集 

文献[5] 
1,

2
pp −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
max

1
( )=

1
p

I
pΦ
+
−

C  Welch 界渐进最优 Hadamard 矩阵 几乎差集 

文献[19] 21, 1qq
p

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2

max 2

( 1)
( )=

p q
I

q pΦ
−
−

C  Welch 界几乎最优 IDFT 矩阵 二元序列支撑集 

文献[20] 
1, ( ) 1

2
pq q q

p
⎛ ⎞−

+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠ max

( 1)1( )=
2

p q
I

K pΦ
+C  Welch 界几乎最优 Hadamard 矩阵 二元序列支撑集 

定理 2 ( , )p K  max ( )=
( 1)

p KI
p KΦ
−
−

C  Welch 界最优 Zadoff-Chu 矩阵 差集 

定理 3 
1,

2
pp −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
max

1
( )=

1
p

I
pΦ
+
−

C  Welch 界渐进最优 Zadoff-Chu 矩阵 几乎差集 

定理 4 2( 1, )q q q+ −  max
1( )=KI
qΦ ξC ∪  Levenstein 界渐进最优 Zadoff-Chu 矩阵 Eisenstein sum 定义的集合

注： p 为素数， = nq p 。 
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知中构造确定性测量矩阵。根据定理 2 得到的测量矩

阵大小为33 67× ，根据定理 3 得到的测量矩阵大小为

30 61× ，最大互相关幅值分别达到和渐近达到 Welch
界。由定理 2 构造出的码本与文献[4,18]中基于 IDFT
矩阵和差集构造出的码本具有相同的参数，因此将文

献[4,18]中的码本也构造为确定性测量矩阵。再分别

选择相同大小的随机离散傅里叶变换（DFT, discrete 
Fourier transform）矩阵和随机复高斯矩阵作为随机测

量矩阵进行信号恢复和对比分析，得到的信号重建概

率随稀疏度变化曲线如图 1 所示。 

 
图 1  稀疏度随重建概率变化曲线 

由图 1(a)可以看出，由本文定理 2 中的码本构

造的确定性测量矩阵在相同稀疏度时，重建信号的

概率明显高于随机 DFT 矩阵和随机复高斯矩阵。利

用定理 2构造出的确定性测量矩阵与利用文献[4,18]
构造的测量矩阵具有相同的参数，在重建信号的概

率上甚至略高于文献[4,18]中的方法。同理，利用本

文定理 3 中的码本构造的确定性测量矩阵在重建信

号的概率上明显高于随机测量矩阵。 

6  结束语 

基于文献[18]的码本构造思想，本文放松了变

换矩阵的限制条件，提出了一类新的 Zadoff-Chu 矩

阵，并利用差集、几乎差集和有限域上的特征和构造了

3 类码本，参数分别为 ( , )p K 、
1,

2
pp −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

和

2( 1, )q q q+ − 。本文构造的码本与已有码本的参数

和最大互相关幅度值相同并且可以达到最优或渐

进最优。本文方法可以为同步 CDMA 通信系统提

供大量可用码本，并且可以通过文献[3]的方法将本

文得到的码本应用于压缩感知领域中确定性测量

矩阵的构造，得到的确定性测量矩阵在重构信号的

概率上明显优于随机测量矩阵。 
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